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摘 要
本文评述了近儿年来在国外发较快的几种非线性系统随机振动分析方法 。 重点是具 有较大非
线性的系统的方法 , 如 法 , 矩闭合法和函数级数法 。
关键词 非线性振动 , 随机振动 , 方法 , 矩闭合法 , 函数级数法 。
一 、 引 言
近十年来 , 非线性系统随机振动问题的研究发展很快 , 其原因不外乎在许多实际工程系
统中 , 仅从线性观点来考虑 , 不足 以反映系统实际工作情况 , 例如大阻尼结构 , 本身就是一
个非线性系统 , 若要计算它的响应 , 理应用非线性的方法
。 另一方面 , 许多结构在较大的激
励下 , 本身也处于非线性变形状态 , 因此需要更精细的分析方法 有关这类评论性文章 , 近
年来时有出现 , 如 〔‘ 】, 与 〔“ 〕和 〔 ’等 在这些论 文 中 , 对
非线性随机振动的方法 , 作了一定的评述 , 并提出了一些今后值得研究的课题
。 与此同时 ,
非线性随机振动的专著亦有出版 , 如 八 , 〔‘ ’和庄表中等人 〔 ’的书
。在这些书中 , 对
较成熟的方法 , 有着详尽的论述 , 也提出了一些新的问题 本文的 目的不是对所有问题作全
面的评述 , 而是仅就作者感兴趣并认为值得探讨的问题 , 提出一些看法 。
一般来说 , 非线性随机振动计算方法大致可分为两大类 一 由确定性非线性振动方法
推广到随机振动领域 , 如摄动法 , 统计线性化法和平均法等 。 二 将概率论 、 随机过程和随
机微分方程理论运用于非线性振动中 , 如 法 , 矩闭合法 , 函数 级数法和随机数字模拟
法等
。 随着科学技术的发展 , 还会有其他方法出现 , 例如在某些情况下 , 用 随机过程还不足
以描述的物理现象 , 而进入模糊范畴的概念 , 那么模糊数学应用于动力学系统的分析 , 将不
断得到发展
。 目前已有不少论文讨论这类问题 , 其中王光远 , 欧进萍等的一系列论文 〔 〕〔“ ’“ 〕,
较深入地研究了这个问题 , 得出了一些有趣的结果 , 并把这类振动称之为模糊随机振动 另
外 , 在非线性系统中 , 除了稳定与不稳定区外 , 还发现有浑沌现象 , 这是在确定性外载下产
生的现象 , 那么在随机载荷作用下 , 系统也将有浑沌现象出现 , 有关这方面的论文 , 笔者 尚
少见到 关于 一 类方法 , 研究历史比较久 , 用这些方法分析许多工程问题 , 大都能获得比
较满意的结果 , 特别对于弱非线性系统 , 其精度是有保证的 , 但对 自激振动系统 , 则上述方
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法是不适用的 最近 和 ’”对随机平均法作了全面的评述 , 这 里 就 不再赘
述 现就 二 类方法中 , 迄今还讨论不多 , 应用尚不够普遍的几种方法 , 作 一 些 介 绍和探
讨 , 希望引起注意 , 使其得到较快发展 , 而且这些方法有可能用于强非线性系统 , 这正是 目
前急待解决的课题 ,
二 、 福克一普朗克方程法 方程
方程早就应用于物理学问题 , 但用来研究随机振动问题 , 大约 只 有 三 十 余 年历
史 一般认为精确求解此方程比较困难 , 对非稳态情况就更难 因此产生许多近似方法
, 其
目的在于构造一个渐近满足方程的概率密度函数 , 这样过程的随机特征值也能求得 众所周
知 , 欲求 方程的稳态精确解 , 早期需要遵守一些条件 如 一 阻尼力必须正比于 响应
速度即线性阻尼 , 二 激励相关函数矩阵应 比例于系统的阻尼矩阵 , 三 激 励 是 白 噪声元
程 , 四 惯性力是线性的 。 这些严格的条件 , 使得应用 方程的范围 受到 限制 。 但另一
方面也引起人们的探索 , 扩展这些条件 , 使之能适应更广泛的工程问题
早在 年 仁 ,“ ’研究了一类非线性阻尼系统的随机振动响应 , 找到了该系统的
方程的稳态精确解 这就消除了上面线性阻尼的限制 。 近来在寻求 方程 精确 解
方面有所进展 , 值得提出的论文有 〔“ 〔‘ 」 ‘, 」等 和 在研究一 个 特 殊弹性结
构的随机稳定性时得出下列方程
、 , ‘,
交
交十
工 十 交
沙十 妙 占
这是一个强非线性方程 , 省 是高斯 白噪声激励 。相应的能量表示式 , 交 分 妙十护妙 ,
,
, 、 , , , 、 一 一
冉引
沪
八 一万 日习艾重 , 上式 刊 与坎石
⋯ 二 ,
, , , , 、 。 , 、一 二 ,
一 月 , 月 一 一厅一 刀义 十 一 广 互灭勺、 翻 乙 上
式中 ,
二
应的稳态
口
目
丽
,
口
月 二 后牙 , 月 ““
口
日夕
是白 噪 声 的 强 度 , 即 【鱿 址 习 〕二
引入 是为了以后计算方便 , 这里仅要求 , 具有二阶导数并连续 。 与此相
方程为
口 , 口 「 , , , 、 , , 二 二 口 。 , , 、
一 义 卜万了 护 一不下 一 飞义又 , 丈 夕一一下下 , 刀 门 一 盆护一 一 」‘夕 , 万火呀 一 、。 ,否 义 、 丈又 , 诬 梦 日 义
经过一些变换 , 可求得概率密度函数
,
· , 、 一 , 。 , 二 〔一 , 。 。〕
式中 是标准化常数
函数
如果 已知 , 也知 , 通过几鲜积分撇找到 概 率 密 度
〔 ” ’曾讨论过下面二阶系统的微分方程
笙 交 叮 〕 刀交
二
,
二儿白 十 —万一口娜
扩 〔‘ ““ , 〕一 “‘ ,
式中 叮 , 亡 和 抓 是零均值高斯白噪声过程 , 其强度分别为 。 , ‘和 。 是 衰减系
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数 , 刀是非线性参数 , 。 是系统固有频率 。 而稳态概率密度函数 , 交 满足下面 方程
‘一器一贵 翻〔 一 刁‘ 。 子 〕,
冬
一
号旦冬〔 、
。 。, , 二 。 ,
石
如果 护 。一 砂 , 得到满足 , 则上式可找到精确解
, 交 一刀
, 戈 。
交 。 一 “
式中
一 扩。 ’ ,
。 。 连
若
刀,一刀 。 ‘,
一
是标准化常数 。 由 此 可见 ,
方程亦可用于参激系统
。
有时在应用 方程时 , 经常辅之以 右方程 。
’
如一个二阶随机微分方程可用状 态向
量一阶微分方程组来表示
交 , , 占
、‘ 沪 沪 与沪 产 砂
式中 是系统响应 维状态向量 ,
随机过程 , 如果是一个白噪声过程 ,
是 。 维向量函数 , 省是 维向量 , 它 的 元素为宽带
则 是一个马尔科夫过程 , 那么它的概率密度函数 ,
是满足 方程的
。 是 , 阶的矩阵函数 它相应的方 程为 扣 型
二‘ , 习 ‘ , ,
此处 是维纳过程 ,
则相应的方程为 型
、 二 , , 、 、 、田 二 。 。‘ 二 。 、二 , , 壬。
、 。
厂 叭 “ 乳 ‘ 一 刁矛一 ’代丛
。 州术 又撤侧兀大即见
’
巾 腿 似“ 廷 ”为
· ‘卜 , 一 ‘ 誉 一‘ 夕书奢生 ‘ 一‘ , ‘
此 式 是 由 和 〔 以 〕建 立 的 也 可 写 成 多 维 形 式 与 式 比 较 , 多 了
斗‘
,
乙
, 、 宕 , 一
, , 、 、 ,
, , , 、 , , ‘ , , ⋯
,
一 , , 、 二 ,
勺一 一不 二一
’一 万坝 , 有 盯杯厄力 一 乙 啄止坝 。 与此相应阴 厂 厂 万侄也现增涛
加一项 , 否则会产生错误 但应注意到 , 在某些特殊情况下 , 函数 , 与 无 关 , 则上
两式完全一样 。 有关这一问题详细的讨论 , 可参阅文献 〔‘ ’‘ ’”’
三 、
’
矩 闭 合 法
这是与 方程有关的一种近似法 可分为两种 一 高斯矩 闭合法 , 二 非高斯矩
闭合法 前者是假定系统的响应是高斯过程 , 利用高斯矩之间的关系来截断矩方程 但对于
非线性系统的响应 , 高斯过程的假设 , 原则上是不适用的 因此发展 了非高斯矩法 , 它是用
另外的参数来截断矩方程的 在文献 〔 ’ ’〔 ’“ 〕〔 ’们 中讨论过
。
众所周知 , 矩方程的一般形式为
,
一
二 〔。 〕一 ,知口碧
‘
寒“ 哑些
· ‘ , 口 小
口 口 」、〔零〕“‘ ,
非线性系统随机振动分析方法的若干问题
朴 币 , 八 阶比 。 , 二品二 、 。 〔 〕 二 中二 、。 , , 二 二 川 少此处 小 , 是状态座标的函数 , 口一 兰丝 竺当 二艾竺 玉夕及
, 表示矩阵转置
。
如果 召纂 一 氏一‘ 一 、 ‘ 一 、‘ 一 “ 一 ’二 ’ 一
’ “ ’ ‘ ”
一 ‘ 、 “ 产 ”‘ 户 口 一 ’
则其响应的概率密度函数也满足 方程 。
方程 对非高斯响应矩的方程组是不封闭的 , 因此人们用各种方法来封闭它 , 即对某
些量展开 , 然后截去高阶小量 , 或者以某种优化方法把高阶矩近似为低阶矩的函数 , 使之成
为闭合方程组 , 以便求解 。 结果虽是近似 , 但亦具有一定的精度 。 另一方面 , 用渐近表示式
来描述非高斯概率密度函数 , 也就是对高斯概率密度函数进行修正 , 这一做法早在 年前由
〔‘, ’提出过 , 并称之为 一 渐近展式 , 即
, 卜息价 卫黔工
此式 〔 是高斯概率密度函数 , , 是待定常数 ,
的均值和均方根值 如果引入 多项式 ,
变 量 一
工 —阴
口
这里 二 和 。 是 随 机 过程
则上式可写成
夕
了丽
「 二 , , , 、 ,
一丁 十 戳不丁月
· 气“ 」
· ‘ ’一‘一‘ , ’二户手 斋
’
二 一子
此处 , 是 多项式 ,
·
它具有户些计算方便的特点 , 如推递性 ,
等 。 。 可由 , 的正交条件求得 , 即
正交性和微分性
了一 几 · , , “ · , 一“ 〔 · , ,
在实际运用时 , 式只能取有限项 , 那么存在一个收敛问题 , 究竞取多少项 , 使结果具有
一定精度 , 又不使运算冗长 , 这是一个需要注意的问题
。
本人 曾指出 , 在遵守一定
条件下 , 此式对某些分布是收敛的 , 否则就可能不收敛
。 仁‘ ’也曾指出 , 对某些非
线性系统不宜采用此法 因为计算概率密度函数值时会出现负值 这与其性质是矛盾的
。
另
外还指出计算所得到的代数方程 , 可能不存 在 实 数解 为了 改 善 结 果 的 精 度 , 可 采 用
展式
得
的获可
就
,
· 一 , 「
一
弃汽
一 二 畏
一 ’
怒一 十华理
一 二 二
、 昙 之 件 二 口 二 口 刀
,
这是改进的 一 展式 , 等 〔 ’”〕曾指出 , 只要保持前四 项 ,
足够精度的概率密度函数 此处的 几‘是半不变量 , 即
‘、、 ,
产
﹃才嘴工
﹄了‘、咨产
几”一口
甘
门苦叮﹃,
如月︸一一
口舀几
, 〔
此处 二 是随机变量的特征函数 而 。 阶矩函数为
二 〔二卜水
一
业豁于丝一仁
。
由上两式可求出 久。 与 〔砂 」的关系如下
又, 一 【二 〕
久 协 一 。受一 〔 〕
儿 一 阴 川 几
几 二 。 一 委一 阴圣川 , 受
、产‘
故 几。 可看作是一种组合矩函数
。
维的 一 展式
一 习
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对于多自由度系统 , 则须用 。 维展式 , 它们 的 形 式如下 ,
艺 。 , 。 , ⋯
口为尸 二
, ‘ , 不卜几 加
函数
、 , 。 , ⋯ , 。, 夕
一 , ,。二 卷
一
东一 , 。
护 石
一 、
汐歹少 不硒亏奢万 ” 一泛一 自 “ , “ 。
·
,
‘一 。‘二‘, 、一 乞
, 。了‘是矩阵 月一 刃 〔, , 的元素 二维的 展式为
、
,
·
,
, 。 卜 , 。
, 。 愈导二
、 。 。 。 , 。
革 念。
一
愈 、 、 夕 、, 夕
又
尹 口“ 急
一
息斋
, 一‘” 。 , 。卜 “ ’
一帅
十 二一 多翻
盆二 一
几 , 又
。 三 。 二 属
‘ 二
一蔽 门 “ ’” 『 , ‘ 口‘ ,
、二 。十 ,
之, 夕 , , 几 。
维赴处川此
百 。 , , 、 , , , 、 。 ,
, 万 , 一 , 一 一 一石 以 之 口 ‘ 十 户‘ 」全
乙汀仃 仃 乙
在 式中引入半不变量 击, 其 目的在于截断矩方程时 , 利用其特性 。 例如对于高斯过
程 , 大于二阶的半不变量都为零 , 而对于非高斯过程 , 半不变量的高阶分量在总的分布中是
很小的 , 故在矩方程中 , 可令高阶半不变量等于零 , 使计算简化 , 又具有一定的精度
值得提出的是在应用非高斯矩闭合法解非线性随机振动问题 , 国内也有一些工作 , 如文
献 叫 , 文中构造的概率密度函数形式为
尹 ,
一一宁叮厅 一 , 〔
,
一气不 刀
乙
, 〕呆
。 一
式中 是位移响应 , 是速度响应
夕 ,一 一户 , 夕 一拼 , 卜 。 夕
卜 , 夕
, ‘ ‘一
通过计算一非线性单自由度系统的响应 , 并与其精确解作了比较 , 得出如下结论 只要
取到前 阶 , 非高斯矩法的结果几乎与精确解重合 。 如果只取 阶 , 则响应均方值的误差约
为 帕 , 这正是高斯矩 法和统计线性化法的结果 还计算了干摩擦及双线性滞环阻尼系统的
响应均方值 , 并与高斯矩法作了比较 , 其最大误差可达 可见对一个强非线性系统 , 用
高斯矩法应慎重
。
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四 、 函 数 级 数 法
这是用 级数展开来描一个随机函数的方法 上面已经 看 到 , 无 论 是
展式还是 展式都是以 多项式为基础展开的 , 它 用来描写一
个概率密度函数 , 即分布函数 而现在的情况是用 级数来表示一个随 机 变量或过
程 , 也即是分布函数的变量 , 因此这两者是不同的
任意一个随机函数可展成 “ 卜 函数序列 , 这里冠以 以 示 与一般
多项式区别 此一序列是正交的 , 并以概率 收敛于原随机函数 , 因 此 也 是完备
的 。
设把任意一随机函数 或 展成
。 ‘
,一 。“ , ‘。, ‘至, ‘, ‘ ,“ ‘工, ‘ , ‘ 二
。 ‘ , ‘, ‘ , ‘
‘ , ‘ , ‘
,
‘ ‘ 二二二‘ , ‘
, ‘ , ‘ , ‘ ‘ , ‘ , ‘ , ‘
八 气 ⋯⋯
此处 ‘ 是 的均值 , 第二项是其高斯过程部分 ,
是确定性函数 , 或称为积分核 , 它们有如下关系
而其余 部 分 是 非高斯部分
‘ , , ,
而 ‘ , , ⋯公、 是 一
⋯ ‘ 〔 ‘ , ⋯ ‘
正交随机函数完备序列的 百阶元素 , 它们具有如下性质
“ , ‘ , 冲
,
, 刀 , 叮 一 一才
,
, , 刀 刃 一 , 一
一 刁 一 , 一 刀 乙 一
’ , , , ⋯⋯
此处 是具有零均值的白噪声过程 , 而 乙 一 叮 叹几 由此 亦知 ‘ 是
随机过程 , 它们有下列性质
‘ , , ⋯ ⋯ ‘ 〕一 当 奔 时
见 、 亡, , ⋯云乃 “ 、 , ⋯云 〕 当 ￡今 时
现在把系统的输入输出都展成 一 函数 , 设输入 为
、、产了月了,曰了
、厄,
‘卜 了二‘ , ‘
, ‘ ‘ , ‘
,
‘ 二
‘
二
一 ‘ , ‘, ‘ , ‘
,
‘ ,“主 , “ , ‘主 几 一
输出 为
· ‘卜 二‘ , ‘
, ‘ ‘ , ‘ ‘ 二二“‘ , ‘
, ‘ ,
,
‘ , ‘ , 气, ‘ “⋯ ⋯
这里均假定随机函数均值为零 由于 已知 , 故 , 是已知 的 核 函 数 待求的响
应 的核函数 , 是未知的 , 把这些展式代入系统的运动方程 , 利 用 的 性
质 , 可获得一组以 , 为变量的确定性微分积分方程 , 这些方程不是 藕 合 的 , 由第一
个方程可解出 川‘ , 以后而逐个解出 ,
· ·
⋯ 解这些方程 , 可用迭代法 , 计算繁简 ,
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自然取决于级数的项数多少 在文献〔 中 , 用此法计算了 型振子的响应 。 激励是
高斯白噪声 , 故其展式只取一项
,
‘卜 二 ‘ , ‘
, ‘
,
‘ , ‘
,
‘
并设核函数 , 一 。 。 一
此处 权白是确定性包络函数
。 文中对 。 , 是单位跃阶函数进行计算 , 所得结果与摄 动法的
结果进行比较 , 它们在小非线性情形时很接近
。 并得出随着非线性强度增加均方根值下降的
结论
‘
这正是所预期的 振子硬化弹簧的结果
。 这个方法主要是用 来 计 算强非线性
系统和高斯激励系统的晌应
。 此法提出的时间不长
, 研究工作甚少 , 但是对于计算非线性系
统的随机响应来说 , 不失为方法之一 , 应继续发展 我们曾用此法计算了滞迟回线系统的随
机响应 , 获得了一些有趣的结果 , 将在另文讨论
总之 , 上面所讨论的几种方法 , 主要是针对强非线性系统而言 , 它们发展的历史都比较
短 , 远未达到完善的地步 , 在实际运用上也存在不少困难 , 特别是推广到多自由度系统 , 不
少问题值得进一步开展研究 , 以期能用来解决更多的工程计算问题
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